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Oscilladors en ressonancia

DAVID ROJAS

Resum: Un oscillador és un sistema en el qual tots els moviments possibles sén
periodics. Si aquest periode és comu per a tots els moviments, es diu que I'oscil-
lador és isocron. Quan el sistema és forcat per una pertorbacié periodica amb el
mateix periode, la dinamica pot canviar drasticament i el fenomen de ressonancia pot
apareixer. En aquest article estudiarem quines propietats han de complir aquestes
pertorbacions per obtenir solucions no acotades. Considerarem diferents oscilladors,
des de ’harmonic fins a generalitzacions no lineals, i farem un tast del concepte de
ressonancia autoparametrica.
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Classificacio MSC2020: 34C10, 34C15, 34D05, 34D10, 34D23.

1 Introduccio

Es abril de 1831. Una brigada de soldats de 'armada britanica marxen a pas so-
bre el pont penjant de Broughton per creuar el riu Irwell a Broughton, prop de
Manchester. De sobte, el pont s’ensorra i una dotzena de soldats acaben a
I’aigua del riu. Poc després, 'armada britanica comunica a tots els seus soldats
que, a partir d’ara, és obligat trencar el pas de la marxa en creuar un pont llarg.

El cantant de rock Jaime Vendera, ’any 2005, al programa MythBusters de
Discovery Channel, esmicola una copa de vidre fent servir només la seva veu,
amb un crit de 105 decibels. Se’'n pot veure una representaci6 al seu canal de
Youtube [41].

Segons Josue 6:1-27, 'armada israelita va creuar el riu Jorda i va envoltar la
ciutat emmurallada de Jeric6. Durant sis dies Josué fa marxar les seves tropes
al voltant de la ciutat i al sete fa sonar els corns de banyes de molt6. Llavors, el
mur cau i els israelites cremen la ciutat.

Un nen demana ser empes al gronxador del parc de la placa. Els seus pares,
de forma sincronitzada, li donen petits impulsos que, a poc a poc, fan que vagi
agafant altura.

Totes aquestes histories tenen un comu denominador. En tots els casos,
un sistema vibratori es veu afectat per una forca periodica externa. En el cas
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en que la freqiiéncia de la forca externa coincideix amb la del sistema, aquest
experimenta un creixement de I’amplitud del seu estat, que molt probablement
produira el seu collapse. Aquest fenomen és conegut com a ressondncia.

El concepte de ressonancia es fa servir en diversos camps i amb diferents
sentits. Els exemples anteriors corresponen al concepte de ressonancia lligat a la
pertorbacio6 periodica de sistemes oscillatoris, com també ho s6n la ressonancia
acustica dels instruments musicals (vegeu 'article de Tomas Sanz-Perela en
aquest mateix numero), la ressonancia de marea de la badia de Fundy i la
dinamica del tub de Rubens, una representaci6 del funcionament del qual es
pot veure al canal de Youtube Steve Mould [27]. Quan parlem de ressonancia,
intuitivament pensem en dos fendmens que succeeixen alhora: la coincidéncia
de dues freqiiéncies (la del sistema i la de la pertorbacio6) i un creixement de
I’'amplitud del sistema que acaba produint inestabilitat. A vegades, pero, el
concepte de ressonancia es fa servir només lligat al primer dels fenomens. Per
exemple, la ressonancia orbital pot donar lloc tant a la inestabilitat del sistema,
tal com mostren els forats de I’anell de Saturn, com també a I'estabilitat, com en
el cas de la ressonancia 1 : 2 : 4 de les llunes de Jupiter, Io, Europa i Ganimedes.

En aquest treball ens centrarem en la ressonancia que provoca inestabilitat.
Més concretament, farem un recull de resultats sobre ressonancia d’oscilladors
pertorbats periodicament i entendrem, durant practicament tot el text, el
concepte de ressonancia com el fet que totes les solucions del sistema sén
no acotades. Veurem els dos exemples mecanics més senzills: I'oscillador
harmonic i I’oscillador asimeétric, i continuarem amb exemples més generals
fugint de la linealitat.

A I'dltima secci6 tractarem un concepte de ressonancia subtilment diferent,
la ressonancia autoparametrica. En comptes d’una forca externa, considerarem
models amb dos modes vibratoris propis. Veurem com el fet que el sistema
estigui en ressonancia, és a dir, que les freqiiencies dels dos modes siguin
commensurables, provoca que el sistema mostri inestabilitat.

Un lector amb coneixements de ressonancia trobara a faltar en aquesta
introducci6 el que segurament és I'exemple més paradigmatic: el collapse del
pont de Tacoma-Narrows. Aquest exemple s’ha omes intencionadament. Primer,
per la falta d'unanimitat sobre el motiu del collapse i, segon, perqué estudis
recents suggereixen que el fenomen de ressonancia no és produit pel vent com
a forca externa, sin6 per la ressonancia entre els modes vibratoris vertical i de
torsié del pont. Veurem un model que intenta explicar aquest fet a la darrera
seccio.

2 Pertorbacions externes

El fet de considerar equacions diferencials de segon ordre autonomes per
descriure models fisics no és circumstancial. A la mecanica classica, la segona
llei de Newton relaciona I'acceleracié d'una particula amb les forces que hi
interactuen, les quals depenen (normalment) de la seva posici6 i velocitat. En
electronica, la llei de Kirchhoff relaciona la intensitat de corrent amb la seva
derivada temporal i la seva primitiva. En ambdoés casos, i molts altres, la
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dinamica del sistema ve descrita per una equacio diferencial de segon ordre.
Per exemple, en el cas d’un circuit RLC en série, quan el voltatge de la font és
constant, V (t) = Vy, la intensitat de corrent I(t) satisfa I’equacio diferencial de
segon ordre lineal

LI(t) + RI(t) + %I(t) =0,

on L, R i C sbn la inductancia de la bobina, la resistencia i la capacitat del
condensador, respectivament. En I'equacio anterior i durant tot el treball,
usarem f(t) i f(t) per denotar la derivada primera i segona de la funci6 f(t),
respectivament. Quan, en canvi, la font és un corrent altern, la funcié V (t) és
periodica i la intensitat de corrent satisfa una equaci6 diferencial forcada

periodicament,
a

. , 1
LI(t) + RI(t) + CI(t) = dtV(t).
Aquest fet motiva I'estudi de pertorbacions periodiques de sistemes autonoms.
Un altre exemple el podem trobar a la mecanica celeste. Quan dos cossos
interactuen segons la llei de la gravitacio, el moviment del primer cos ve descrit
per ’equaci6 de Kepler

Gms3 x
(my +my)? [x|3’

X =

on x(t) és la posicié de la massa m; suposant que el centre de masses del
problema és 'origen, i 1, és la massa del segon cos. Es tracta, en efecte, d'una
equacio diferencial autonoma de segon ordre. Quan més cossos entren en joc, el
problema esdevé molt més complicat. En ocasions és interessant considerar
com afecten ’equaci6 anterior forces exercides per altres astres de manera
periodica i, per tant, es consideren pertorbacions periodiques de I'equacio de
Kepler, X
X =- Gy X +p(t,x).
(my +mp)? [x|3

Com hem comentat a la introduccio, I’efecte de ressonancia pot apareixer
quan un sistema autonom que presenta solucions periodiques és pertorbat
periodicament. Durant tota la secci6 considerarem sistemes autonoms en
els quals totes les solucions son periodiques d’'un mateix periode. D’aquesta
manera, direm que el sistema és un oscillador i el periode d’aquest oscillador
és el periode comu de totes les seves solucions. Quan un sistema en aquestes
condicions és forcat amb una pertorbaci6é periodica externa amb el mateix
periode que el de I'oscillador, el fenomen de ressonancia pot aparéixer. En
aquest context, entendrem ressonancia com la propietat que totes les solu-
cions del sistema pertorbat son no acotades. Més concretament, si x(t) ésla
soluci6 del sistema pertorbat, aleshores

|x(tn)| + |X(tn)| — 400

per a alguna successio {t,;}. En aquesta secci6 estudiarem aquest fenomen en
diferents models, comencant pel cas lineal, I'oscillador harmonic, passant per
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la seva versid asimetrica i completant amb algunes generalitzacions d’ambdos
casos. Per a un resum més complet d’alguns dels resultats sobre ressonancia,
existencia d’orbites periodiques i solucions no acotades de sistemes pertorbats
periodicament que presentarem, vegeu el treball de Mawhin [25].

2.1 L’osciHador harmonic

Comencem aquesta seccio amb una derivacioé de I'oscillador harmonic que, tot
i ser elemental, ens servira de guia al llarg d’aquest treball.

Considerem una molla amb constant de rigidesa k > 0 penjada del sostre
(vegeu la figura 1). Com més gran és la constant k, més rigida és la molla i, en
conseqiiéncia, més «dificil» és estirar-la (o estrényer-la). Per evitar problemes de
xoc amb el sostre, suposarem que aquest esta «infinitament» lluny de I'extrem
de la molla d’on pengem una massa m > 0. En penjar la massa, el seu pes
desplaca la molla una certa distancia dy > 0 respecte de la posicié d’equilibri
inicial, i assoleix una altra posicio d’equilibri. Segons la primera llei de Newton,
en equilibri la suma total de forces que intervenen en el sistema mecanic
ha de ser nulla. En aquest cas, observem dues forces que mantenen aquest
equilibri. En primer lloc, el pes de la massa penjada de I'extrem de la molla, amb
magnitud mg, on g és 'acceleracié de la gravetat al lloc on es troba la massa.
En segon lloc, la forca que la molla exerceix per evitar que la massa caigui i
que, segons la llei de Hooke, té magnitud kd. Fixem que el sentit positiu del
moviment és el marcat pel pes. Llavors, la primera llei de Newton diu:

mg — kdy = 0. (1)
L L
k
do
X kdo
Lx=0_ | A @
x(t)]

FIGURA 1: Representacié d’'un oscillador harmonic amb les forces inter-
nes que hi interactuen.
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Denotem amb x(t) el desplacament de la massa respecte de la posicio
d’equilibri. Ara, la forca de la molla és k(dy + x(t)), mentre que el pes roman
constant. Tenim, doncs, un desequilibri de forces i, en conseqiiéncia, moviment.
Segons la segona llei de Newton,

mg — k(do + x(t)) = mx(t),

on x(t) és la velocitat de I'objecte i X(t) la seva acceleraci6. Observem que
I’anterior igualtat es redueix, fent servir I’equacio6 (1), a I'expressio

X(t) + w?x(t) =0, (2)

amb w := \/% L’equacio (2) és V'oscitlador harmonic (o oscitlador lineal) i té
com a freqiiéncia natural w, degut al fet que totes les solucions sén de la forma

x(t) = Acos(wt + @),

és a dir, totes tenen periode minim T = %" En I’expressio anterior, A denota
I'amplitud de I'oscillacié x(t) i @ és la fase. La freqiiéncia w i, per tant, el
periode T només depenen dels parametres del sistema (k i 71) i sbn comuns a
totes les solucions, independentment de les condicions de posici6 i velocitat
inicials de la massa. En particular, es diu que I'’equacio6 (2) té un centre isocron
a l'origen.

Un equilibri és un centre si totes les solucions amb condicions inicials
properes son periodiques. Si, a més a més, el periode és comu a totes les
solucions, el centre es diu isocron. En el cas de I'oscillador harmonic, la soluci6
constant x(t) = 0 és un equilibri i, com hem vist, totes les altres solucions
de (2) son periodiques de periode T = %T

Considerem ara 'oscillador harmonic (2) forcat externament per una funci6
continua i 21r-periodica p (t),

X(t) + w?x(t) = p(t). (3)

Fem notar que prendre p(t) amb periode 271 no és restrictiu. En efecte, un
canvi proporcional de temps és suficient per obtenir p(t) amb el periode
desitjat a canvi de modificar w. En aquest punt és natural preguntar-se com es
comporten les solucions de I'’equacio (3).

Tota funcié continua 27r-periodica té un desenvolupament en serie de
Fourier

p(t) ~po+ 2. (pucos(nt) +qnsin(nt)).
n=1
La convergencia de la serie de Fourier depén de la regularitat de la funcié p(t).
Per obtenir convergencia puntual és suficient tenir diferenciabilitat amb deri-
vada continua, mentre que la continuitat assegura convergeéncia gairebé per a
tot t. Donat que 1'objectiu d’aquesta discussio no recau en la regularitat de la
pertorbacio, el lector pot assumir-ne més que continuitat per convencer-se de
fer servir la igualtat = en comptes de I'aproximacié ~ en la identitat anterior.



142 David Rojas

La linealitat de I'equaci6 (3) permet trobar la solucié com a suma de les
solucions de les equacions

Xn (1) + w?xy () = ppcos(nt) + g sin(nt), n=0,1,2,... 4)

de tal forma que x (t) =>,,_oxn (t). L’equacio anterior es pot resoldre, per exem-
ple, fent servir la transformada de Laplace. Denotant amb X,,(s) = L{x, (t)}(s),

sxn(0) + x5,(0) PnS + qnn

Xn($) = "7 T2 (s2 +M2)(s2 + w?)’

El primer sumand de I’expressio correspon, després de fer la transformada
inversa de Laplace, a la soluci6 de la part homogenia de (4). En el segon terme
és on el fenomen de ressonancia entra en acci6. Observem que 1’expressio
de x, (t) varia significativament si w # n o bé si w = n. En efecte, en el primer

cas
Ay cos(wt) + By sin(wt) + py cos(nt) + g sin(nt)

w2 — n2

xn(t) = ;
amb A, = x,(0)(w?-n?)—ppiB, = % (%n(0)(w?—n?)—gun). Observem que
en el cas w * n les solucions son geneéricament quasiperiodiques i acotades,
i existeix només una solucié amb el mateix periode que la pertorbaci6 exter-
na p(t): aquella que anulla els coeficients A, i B,,. Quan w = n, les solucions
son de la forma

(2n%x,(0) — ngnt) cos(nt) + (2x,(0) + gn + npnt) sin(nt)

Xn(t) = 2

En aquest cas, les solucions son genericament no acotades excepte el cas en
que py i qn s’anullen. Aquest raonament és classic i es resumeix en el resultat
seguient.

PROPOSICIO 1. Sigui p(t) una funcio continua 2T -periodica, aleshores:

(a) Siw + n € N, totes les solucions de I'equacio (3) son quasiperiodiques i
acotades excepte una, que és 21t -periodica.

(b) Siw =n € Nip2+q3 + 0, totes les solucions de 'equacio (3) son no
acotades.

(c)Siw =mn € Nip2+q% =0, totes les solucions de I'equacio (3) son
21T -periodiques.

Hem observat que per obtenir el fenomen de ressonancia és necessari que el
periode de la pertorbaci6 externa sigui el mateix que el periode de I'oscillador
harmonic, pero no és suficient. Necessitem la condicio extra p2 + g2 # 0 que,
tot i ser genérica, evidentment no sempre se satisfa. Com a exemple d’aquest
fenomen, considerem I’'oscillador harmonic amb periode minim 27t pertorbat
per una funci6 2mr-periodica p(t),

X+x=p(). (5)
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En aquest cas, w = 1. La funcié p(t) = cos(t) + cos(2t) és 21r-periodica
ambp;=p2=1,pp=0peran=1,2iq, =0 per atot n > 1. En particular,
pf + q% = 1 i, en conseqiiéncia, la pertorbaci6 provoca ressonancia (vegeu
la figura 2 esquerra). En canvi, la funcié p(t) = cos(2t) + cos(3t) també és
2tr-periodica amb pp = p3 =1,pp, =0peran + 2,3igq, =0 peratotn = 1.
Donat que p:f + q% = 0, aquesta forca externa no provoca ressonancia (vegeu la
figura 2 dreta).

™ [V V]

0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
temps (t) temps ()

FIGURA 2: Solucio6 de (5) amb condicions inicials x(0) = 1, x(0) = 0 amb
p(t) = cos(t) + cos(2t) (esquerra) i p(t) = cos(2t) + cos(3t) (dreta).

La condicié p2 + g2 # 0 pot escriure’s de manera equivalent fent servir la
notacié complexa de la série de Fourier. En efecte,

& 21T
p(t) ~ > ppe™, amb py = %J p(t)e M dt.
0

N=—00

D’aquesta manera, |pn| = 3(p2 + q%)% i, per tant, la condici6 p2 + g3 # 0 és
equivalent a
|Pnl > 0. (6)

Es legitim anomenar-la condicio de ressonancia de 1'oscillador harmonic.

Es important observar que tota la discussié anterior és independent de
I'amplitud de la forca periodica externa. Es a dir, el fenomen de ressonancia
apareix tot i que la pertorbacio6 sigui petita. En altres paraules, podem escriure
I'equacio (3) com

X(t) + wx(t) = ep(t), (7)

ila condici6 de ressonancia implicara que totes les solucions s6n no acotades
per a tot 0 < € < 1. Aix0 subratlla que el fet d’obtenir solucions no acotades no
prové de la quantitat d’energia que la forca afegeix al sistema, sin6 del moment
en el qual aquesta energia s’esta introduint. El terme «energia» utilitzat prové de
la fisica i fa referéncia al hamiltonia del sistema, interpretat com I'energia total
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del model. En el cas de 'oscillador hqrménic sense pertorbar, I’energia total es
conserva al llarg de les trajectories. Es a dir, si xq(t) és soluci6 de (2),

Xo(t)? »Xo(t)?
=+t wWw—
2 2
peratott € RiEydepén només de les condicions inicials de xo(t). En canvi,

quan el sistema és forcat periodicament per una pertorbacié ep(t), aleshores
I’energia del sistema canvia al llarg del temps com

Eo

x(t)? » X (t)?
2 TP

on x(t) és soluci6 de I'equaci6 (7). D’aquesta ultima expressié es deriva el
concepte d’energia introduida.

De manera natural, 'exemple anterior motiva I’estudi de la ressonancia
per a oscilladors isocrons més generals. Les properes seccions estan dedicades
a estudiar com la condici6 de ressonancia varia en models mecanics que
generalitzen I'oscillador harmonic. Abans, pero, vegem que aquest problema té
sentit només en models sense dissipacio energetica.

E(t) =

+ep(t),

2.1.1 La dissipacio d’energia esmorteeix la ressonancia El sistema que
hem considerat inicialment a I'’equaci6 (2) no té dissipaci6 i justament aquest
és el fet pel qual la forca externa amb freqiiéncia ressonant fa que totes les
solucions siguin no acotades. Si considerem que el model presenta fricci6 amb
el medi, a I'’equaci6 del moviment hem d’afegir una forca de fricci6 oposada al
moviment, que en la majoria dels sistemes vibratoris es considera proporcional
a la velocitat, —cx(t), amb ¢ > 0. Si incloem aquest terme, I’equaci6 del
moviment es pot escriure com

X(t) + 2Ewx(t) + w?x(t) =0, (8)

on g = 3 ﬁ s’anomena coeficient dissipatiu. Les solucions del model amb

dissipaci6 disten qualitativament de les solucions periodiques del cas no dissi-
patiu. En aquest cas obtenim tres tipus de solucié depenent de com de forta
sigui la forca de fricci6. Si denotem amb X (s) = L{x(t)}(s) la transformada
de Laplace de x(t), de I’equaci6 (8) deduim

(s +28w)x(0) + x(0)
2428w+ w?

X(s)

Si se satisfa que & > 1, aleshores les arrels del polinomi s2 +2&w + w? son reals
ila soluci6 x(t) de (8) s’escriu com una combinaci6é d’exponencials. En aquest
cas es diu que el sistema esta sobreesmorteit i no hi ha moviment oscillatori.
Quan 0 < & < 1, aleshores les arrels del denominador s6n complexes i la
soluci6 x(t) pren la forma

x(t) = Ae @l cos(wt + ),
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amb w = w-4/1 — £2. Observem que, tot i ser oscillatoria, la soluci6 anterior
tendeix a I'equilibri en avancar el temps per la preséncia de la dissipacio, i
s’obtenen el que s’anomenen oscillacions esmorteides.
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FIGURA 3: Amplitud de la part estacionaria de la solucio de I'oscillador
harmonic amb parametres p? + g> = 1ip, = qn = O peran # 1. Per a

cada valor de &, el maxim de I'amplitud Z,, s’assoleix en w = w;-.

De manera natural, sorgeix la pregunta de com es comporten les solu-
cions del model amb fricci6 quan afegim energia al sistema de manera pe-

riodica. Podem considerar el sistema (8) pertorbat per una funci6é continua i
21r-periodica p (t),

X(t) + 2Ewx (1) + w?x(t) = p(t). 9)
Seguint un procediment similar al del cas no dissipatiu, obtenim que les solu-
cions de (9) es poden escriure com x (t) = >;,_o Xn(t), on

Xn(t) = e 59 (A, cos(wt) + By sin(wt)) + z, (1),
amb

pn(w? —n?) - 2Ewqnn
zn(t) = (02 — )% + AE2002n? cos(nt) +

dn(W? ~ %) + 25wpnn sin(nt).
(w2 —n2)2 + 482202

Les solucions de (9) tenen dues parts ben diferenciades. La primera consisteix
en una part transitoria, ’associada a la part homogeénia de I'equacio, i que
amb el pas del temps tendeix a zero a causa del terme exponencial. La segona
part, z, (t), apareix a causa de la pertorbacié periodica. Observem que es tracta
d’una funcié 27r-periodica, igual que en el cas no dissipatiu, amb amplitud

7 _ pi + aii
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En aquest cas la ressonancia, pero, s’entén de manera diferent. Les fun-
cions z, (t) (i, per tant, la solucié x(t)) sén acotades. De totes maneres, obser-
vant el denominador de I'amplitud Z,,, podem veure que aquesta és maxima

quan w = Wy = N1 — 2&2 (vegeu la localitzacié del maxim en cadascuna
de les corbes de la figura 3). Aquest valor rep el nom de fregiiéncia de resso-
nancia, pel fet de ser la freqgiiéncia en que 'amplitud de la solucié és maxima.
Una observacio evident és que aquesta freqiiéncia de ressonancia tendeix a la
de l'oscillador harmonic sense friccié quan & — 0. Pero, a diferéncia del cas
no dissipatiu, aquesta «amplitud gran» de la solucié no és independent de
la magnitud de la forca periodica pertorbativa. En efecte, si considerem una
pertorbaci6 petita ep(t), al numerador dels coeficients de z, (t) els termes p;,
i qn passen a ser epy i €qn, i podem reduir I'amplitud de la soluci6 tant com
vulguem. Aquest fet és comu en els sistemes dissipatius i és per aixo que no
els considerarem a la resta del treball.

2.2 L’oscillador asimetric

Una primera generalitzacié de 1'oscillador lineal és 1’oscillador asimetric. Per
a la seva deduccio, seguirem la construccié d’'un mecanisme proposat per Or-
tega [31]. Com en el cas harmonic, considerem una massa m penjada d’'una
molla amb constant de rigidesa k; des d'un sostre fins a I'infinit. Denotem
amb x(t) el desplacament de la massa respecte a la posicié d’equilibri. Ara,
considerem una segona molla, sense massa, amb constant de rigidesa k, de
tal manera que la longitud de la molla coincideixi amb la posicié d’equilibri
de la primera, és a dir, x = 0. Aquesta segona molla no esta ancorada a la
massa, pero considerem la massa m de tal manera que, per a x < 0, la massa
té contacte amb ambdues molles de constants k; i kp, mentre que per a x > 0,
només la primera molla amb constant k; exerceix forca sobre la massa (vegeu
la figura 4). Per deduir ’equacié del moviment de la massa sota aquest artefacte
mecanic, hem de considerar les dues disposicions que pot tenir. Si x(t) > 0,
I’equaci6 del moviment esdevé la mateixa que per a I'oscillador harmonic amb
constant de rigidesa k;. Aixi doncs,

(1) + wix(t) =0, x(t) >0, (10)

amb w; = \/k;‘ Si x(t) < 0, sobre la massa actuen ambdues molles alhora.
Donat que la llei de Hooke és lineal respecte a la constant de rigidesa, obtenim

(1) + w3x(t) =0, x(t) <0, (11)
amb w; = w/%. Podem escriure les anteriors equacions del moviment de

manera més compacta posant x* = max{0,x} i x~ = max{0, —x}, i obtenim
aixi '’equaci6 del moviment de I'oscillador asimeétric

X+ wixt —wix” =0, (12)

on hem omeés la dependéncia temporal per simplicitat. Essencialment, es tracta
d’un oscillador harmonic amb constant de rigidesa diferent per a x < 0 i per
ax>0.
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L L L L

FIGURA 4: Representacio d'un oscillador asimetric.

Lluny de semblar un artefacte académic, I'oscillador asimeétric ha mostrat la
seva presencia subjacent en models mecanics més complexos. N’és un exemple
el model proposat per Lazer i McKenna a [20] per a un pont en suspensio.
Considerem un pont de llargada L i x € [0, L] la variable que parametritza la
posici6 horitzontal al llarg del pont. El desplacament vertical del pont u(t, x)
respecte a I’horitzontal u = 0 (amb u > 0 en la direcci6 sota 'horitzontal) al
punt x en funcié del temps t satisfa ’equacié diferencial d’Euler-Bernoulli de
I'elastica

i in * = 0,L 13

ﬁu(t,x) + Wu(t,x) +au”(t,x) = f(t,x), xe€][0,L], (13)
amb condicions a la frontera u(t,0) = u(t,L) = dd—;u(t,O) = dd—;u(t,L) =0.
En I'’equacio6 anterior, observem que el factor au™ esta motivat pel fet que, en
un pont en suspensio, els cables que el subjecten només interactuen (amb una
forca lineal segons la llei de Hooke) quan la posici6 vertical esta per sota de
I'horitzontal u = 0 (és a dir, u > 0). La funcié f modela les forces externes
a les quals és sotmesa cada part del pont al llarg del temps i, essencialment,
esta composta per dos components f = fi + f». El més gran, f;, correspon al
mateix pes del pont, mentre que el segon, f>, és més petita i té a veure amb els
efectes pertorbatius externs a causa de factors com la friccié del vent. Donada
la simetria del pont i I'ancoratge a terra als punts x = 0 i x = L, la funcio6 f es
pot modelar de manera simplificada com

Lﬂxi)=ﬂ+fpﬁﬂsm<%§»

Aquest fet motiva la cerca de solucions de la forma u(t, x) = v(t) sin(7-). En
efecte, substituint u(t, x) en I'equacio (13) s’obté

4
vu)+<%> v(t) +avt(t) =1+ ep(t).
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Finalment, per a v(t) = v* (t) — v~ (t), trobem que v (t) ha de satisfer ’equacio
diferencial de 1'oscillador asimetric pertorbat
V(t) + wiv () — wiv () =1 +ep(t),

amb w} = a + w3 i w3 = (7)™

Comentavem a I'inici de la secci6 que 1'oscillador asimeétric (12) és una
generalitzacio de l'oscillador harmonic. Per una banda, aquest fet és clar
ja que coincideix amb l'oscillador harmonic quan w? = w3. Pero, tot i ser
un oscillador definit a trossos, 1'oscillador asimetric resulta ser també un
oscillador isocron. Aixo es deu al fet que a cadascuna de les dues regions
separades per x = 0 'oscillador asimeétric és lineal. Considerem x(t) la soluci6
de (12) amb condicions inicials x(0) = 0, x(0) > 0. Llavors, inicialment, la
dinamica de x(t) esta descrita per I'’equaci6 (10). D’aquesta, sabem que trigara
exactament un temps t; = wll atornar a x = 0. Precisament, x(t;) = 0ix(t;) =
—-x(0) < 0. Amb aquestes noves condicions inicials, la dinamica de x(t) esta
descrita ara per I'equacio (11) i trigara exactament un temps t, = wl des del
temps t; a satisfer x(t; + t2) = 0i x(t; +t2) = —x(t1) = x(0). Aquest fet no
és només independent de la velocitat inicial, sin6 de la posici6 inicial, i mostra
que tota soluci6 és periodica de periode minim T = Tr(wi + w%). De fet, la
solucio de (12) amb condicions inicials x(0) = A, x(0) = 0 es pot escriure
explicitament com

x(t) = AC(t),
on
cos(w1t), 0 < |t <L

2w1

C(t) = -

w1 . T
w3 sm( (t 2w1>)’ 2w <lth=
Considerem el sistema (12) forcat externament per una funcié continua i
2Tr-periodica p (t),
X+ wixt —wix =p(t). (14)

L’equacio6 (14) va ser considerada inicialment per Dancer [10, 11] i Fu¢ik [14,
15], interessats per l'existéncia de solucions periodiques i amb condicions de
frontera de Dirichlet. Considerem la familia de corbes

1 1 2
o= {(wl,wz)e[p\i;iJri:i}_
neN w1 w> n

Observem que (w1, w?2) € o siinomés si totes les solucions de (12) séon
2m-periodiques. Es a dir, (w1, w;) € o generalitza la condicié w € N en el
context de I'oscillador harmonic. De fet, (n,n) € o. El resultat segiient és
degut a Fucik [14] i mostra ’abséncia de ressonancia de ’equaci6 (14) quan
(w1, w2) ¢ 0.

TEOREMA 2. Si (w1, w?) ¢ o, aleshores I'equacio (14) té una orbita 21T -periodi-
ca per a qualsevol p (t).
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Continuant amb I'analogia amb el cas lineal, hom esperaria que, si (w1, w2)e

o, aleshores el fenomen de ressonancia aparegués. Dancer ([10]) va donar

exemples de pertorbacions p(t) tals que I'equaci6 (14) no té solucions 27r-pe-

riodiques quan (w1, wy) € o. Aquest resultat pot semblar anecdotic en el

que ens ocupa si no fos pel resultat segiient, conegut com a segon teorema de
Massera [23]. Sigui

x =X(t,x), xe&R? (15)

un camp vectorial X: R x R? — R2, 27r-periodic en t i amb regularitat suficient
per suposar existéncia i unicitat de solucions. Denotem amb x (t, xo) la solucio
de (15) amb condici6 inicial x (0, x¢) = x¢ € R2.

TEOREMA 3 (SEGON TEOREMA DE MASSERA). Si totes les solucions de (15) estan
definides en el futur i una d’elles és acotada en el futur, aleshores existeix una
solucio 21t -periodica.

Aquest enunciat és més fort que I'original, que només demana existencia en
el futur per a solucions definides a ty = 0. De fet, la hipotesi de ’existéncia
d’una soluci6 acotada en el futur es pot relaxar demanant 1'existéncia d'una
soluci6 que satisfaci que el limit inferior de la seva norma estigui acotat en el
futur. Amb aix0 s’obté la variant del segon teorema de Massera segiient.

TEOREMA 4. Si totes les solucions de (15) estan definides en el futur i no existeixen
orbites 21t -periodiques, aleshores

tlim llx (t,x0)]l = o per a tot xo € R2.
— 400

Aquest ultim resultat ens mostra que Dancer ([10]) troba pertorbacions p(t)
tals que I'equacio6 (14) és ressonant quan (w1, w2) € o. També a Dancer [10]
apareix per primera vegada la funcio!

21

¥, (0) := . pt)C(O+t)dt, 0O cR. (16)

Aquesta funcio6 resulta essencial per entendre el fenomen de ressonancia de
l'oscillador asimeétric. Definim

A(p) :={0 e R:¥,(0) = 0}.

Alonso i Ortega ([1]) proven el resultat segiient sobre 'existencia de solucions
no acotades.

TEOREMA 5. Si (w1, w?) € 0 ip € L1 (R/21Z) és tal que A(p) és no buit i
Y, (0) # 0 per a tot 0 € A(p), aleshores existeix R > 0 tal que tota solucio x (t)
de 'equacio (14) amb x (t9)? + x(tg)? > R per a algun ty € R és no acotada en
el futur o en el passat.

1 La funci6 originalment es denota amb &, pero a les properes seccions es fara servir aquesta
notaci6 per a una altra funci6 similar i, amb el proposit de comparar-les, s’ha escollit canviar-la
per ¥p.
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La notacié R/21rZ a I'enunciat anterior i en resultats subsegiients fa referen-
cia a ’espai quocient {x +21Z : x € R} on dos elements X, y estan identificats
siinomés si x —y = 21w per a algun n € Z. Una funci6 p: R/2mZ — R és,
per tant, una representacié d'una funci6é 27r-periodica en un domini acotat de
longitud 27r. Aquesta notacié prové de I’analisi harmonica per solucionar la
divergencia de les integrals involucrades en el calcul de convolucions. Aixi,
p € L1 (R/217Z) és I'espai de funcions 27r-periodiques integrables a [0, 27r]. Es
a dir,

21T
J lp(t)]| dt < +o0.
0

Tornem al resultat del teorema 5. Per motivar la connexi6 amb el cas
harmonic, notem que, si w; = w> = n, la soluci6 de (12) esdevé C(t) = cos(nt).

En aquest cas,
21

¥, (0) = p(t) cos(n(t + 0)) dt.
0
Per una altra banda,

pind 21 2m
Pn = ( p(t)cos(n(t+0))dt—i
0 0

21T p(t) sin(n(t + 9))dt).

Per tant, en el cas lineal,
R 1 /
|Pnl? = yp=s (¥p(0)° + ¥, (0)°),

i la condici6 del teorema 5 és equivalent a la condici6 de ressonancia (6) de
loscillador harmonic, |p,| > 0. Tanmateix, la funci6 ¥,(0) no té el mateix
paper que p, en el cas lineal. Liu ([21]) i Kunze ([18]) mostren en el resultat
seglient que, si ¥, no canvia de signe, aleshores totes les solucions de (14) son
acotades.

TEOREMA 6. Si (w1,w2) € o ip € C6(R/21Z) {al que A(p) = @, aleshores
totes les solucions de l'equacio (14) son acotades. Es a dir, si x(t) és una solucio,
llavors esta definida per a tott € R i satisfa

?unzl?('X(t)' + |x(t)]) < +o0.

Per CK(R/21rZ) entenem 'espai de funcions 27r-periodiques amb k deriva-
des continues. Es rellevant mencionar que la hipotesi C% esdevé una condicio
necessaria per a les técniques emprades a la prova i és un problema obert la
veracitat del resultat per a classes de funcions menys regulars.

Observem que en el cas lineal la dicotomia provocada per I'anullaci6 de |p, |
determina que o bé totes les solucions sé6n no acotades o bé son 21r-periodiques
(i, per tant, acotades). Tot i desconeixer si ¥, és la funcié apropiada que
generalitza p, en el cas asimeétric, Alonso i Ortega proven a [1] que els dos
tipus de solucions poden coexistir, com per exemple sota la pertorbacié p(t) =
cos(rt) amb r > 1, trencant aixi la similitud amb el cas continu.
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2.3 Potencials isocrons no lineals

Seguint amb la idea de generalitzar ’oscillador harmonic, en aquesta seccio
suposarem un oscillador no lineal isocron

X+V'(x)=0, x€R, 17)

definit a tota la recta real. Es a dir, suposem que x = 0 és I'iinic equilibri de
I’equaci6 i totes les solucions son periodiques de periode 27r. En la mateixa
direccié que a les seccions anteriors, volem estudiar com es comporten les
solucions de I'oscillador no lineal quan afegim una forca externa petita amb
el mateix periode. Més concretament, volem saber com ha de ser p(t) tal que
totes les solucions de I'equacio

X+ V'(x)=ep(t) (18)

siguin no acotades per a tot € # 0 petit.

Considerem el cilindre ¢ = (R/21Z) X [0, +o) amb coordenades (0,7) i
denotem amb @ (t, ) la solucié de I’equacio6 (17) amb condicions inicials x(0) =
v, x(0) = 0. Denotem amb /(t,7) la solucié complexa de 1’equacié variacional

y+Vi(@tr)y=0 »0)=1, y(0)=i.

Llavors definim la funcié ®,: ¢ — C,

21T

®,(0,7) = % . p(t—-0)yp(t,r)dt. (19)

En aquesta secci6é demostrarem que la funci6 ¢, té un paper analeg al de p,
per a 'oscillador no lineal. Primer, veurem que totes les solucions de (18) son
no acotades si la condicio

igflcpp(e,r)l >0 (20)

se satisfa. Després, veurem que, si ¢, té un zero no degenerat, aleshores
I’equaci6 (18) té una orbita periodica. Aquests resultats, juntament amb altres
consideracions sobre oscilladors isocrons no lineals, es poden trobar a [33].

Abans de donar els enunciats i les proves d’aquests resultats, farem dues
observacions. La primera és que, efectivament, la condicio6 (20) és equivalent a
la condici6 de ressonancia lineal |p,| > O per a I'oscillador harmonic. Si prenem
V(ix) = %nzxz, la soluci6 complexa de I’equaci6 variacional és independent
de r,

Y(t,r) =cos(nt) + %sin(nt).

En aquest cas,

21T :
®,(0,7) = % Jo p(t—-20) (Cos(nt) + %sin(nt)) dt

21

21T [
— o | P costne + 0 e+ [ prsintie + o) at,
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i, per tant,

2
+

1

21
2 J p(t)sin(n(t+0))dt

0

)

21
|®,(0,7)|% = # ( ‘ Jo p(t)cos(n(t+0))dt

Per altra banda,

eme 21T —in(t+0)
Pn = 21 Jo p(t)e dt,
illavors,
1 27T 2 21 2
|Pnl? = P p(t)cos(n(t +0))dt| + p(t)sin(n(t + 0)) dt ,

d’on obtenim la identitat %If)nl < [®,(0,7)] < |Pnl.

La segona observacio va en la direccié del propi plantejament del proble-
ma (17). Els dos models proposats fins ara provenen de la mecanica i sén
donats explicitament. Hom podria ser esceptic i pensar que no hi ha oscilladors
isocrons no lineals. El resultat segiient es pot trobar a [32] i és una versio
global de la teoria de potencials isocrons elaborada per Urabe [39, 40], que,
originariament, era de caire local.

Donat un interval I = (,8) amb —c < @ < 0 < B < +oo, es defineix la
classe d'Urabe ‘U(I) com el conjunt de funcions u: I — R que satisfan u(0) = 0,
ueCivec),onv(x)=xu(x).

TEOREMA 7 (TEOREMA D’URABE). Suposem que V € C2(I) satisfa
V0)=V'(0)=0, xV'(x)>0six+0
i que existeix V € (0, +] tal que
lim V(x) = lim V(x) = V.
X—t x—B-
A més, suposem que existeix T > 0 tal que, per a cada xy € I, xo + 0, el
problema de Cauchy
X+V'i(x)=0, x(0)=x9, x(0)=0,

té una solucio amb periode minim T. Aleshores existeix una funcio senar S €
UJ) amb J = (—(2V)7,+(2V)2) i [S(X)| < 1 per a X € ] tal que la solu-
cio X(x) de I'equacio

dx 2m 1

dx T 1+SX)’ X(0) =0,

esta definida a l'interval 1, on satisfa

Vi(x) = %X(x)z.
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El reciproc d’aquest resultat també és cert. Donada una funci6 S(X) amb
les condicions del teorema i un nimero T > 0, la funci6é V(x) definida per les
identitats del teorema satisfa les condicions de ’enunciat i, per tant, produeix
un oscillador isocron. Un exemple d’isocron no lineal definit a tota la recta real
és el donat per S(X) = xarctan X, || < % proposat per Ortega [30].

Una segona caracteritzacio dels potencials isocrons és la donada de manera
independent per Zampieri [42] i per Cima, Mafosas i Villadelprat [9] en termes
d’involucions. En aquest cas se suposa que la funci6 potencial V(x) és analitica
a R. Diem que o és una involucio estricta si és una funci6 analitica a R diferent
de la identitat que satisfa 0(0) =0i o (0(x)) = x peratot x € R.

TEOREMA 8. L’origen de I'equacio X + V' (x) = 0 és un centre isocron de perio-
de T si i només si existeix una involucio estricta o que satisfa

172

o7z (X = o (x))? per a tot x € R.

Vix) =

2.3.1 Ressonancia de l'oscillador no lineal global El resultat segiient mos-
tra que, si la funcié potencial V(x) de l'oscillador isocron (17) té segona
derivada acotada i p(t) és una funci6 2m-periodica i localment integrable que
satisfa la condici6 de ressonancia (20), aleshores I'equaci6 (18) és ressonant
per a tot € = 0 petit.

TEOREMA 9. SiguiV € C%(R) definida a tota la recta real i que satisfa V (0) = 0,
xV'(x) > 0 si x = 0. A més, suposem que totes les solucions de (17) son 27r-
periodiques. Suposem que V'' (x) és acotada per a tot x € R i que la condicio (20)
se satisfa per a algun p € L' (R/21Z). Aleshores tota solucié x(t) de 'equa-
cio (18) satisfa

mlin} (Ix(@®)| + [x(t)]) = +oo.

PROVA. Per provar el resultat farem servir la variant del segon teorema de
Massera enunciat al teorema 4. L’estratégia sera provar que no existeixen
orbites 21r-periodiques que siguin soluci6 de (18) per a € + 0 petit. Abans, pero,
necessitem estudiar un parell de propietats de ’equacio lineal

¥y +a(t)y =b(t), (21)
amb a € L*(0,2m), b € L'(0,2m) i lallL~(02m) < K.

(i) Siguin u(t) i v(t) les dues solucions funcionalment independents de
I'equacié (21) amb b = 0 amb condicions inicials u(0) = v(0) = 11i
1(0) = v(0) = 0. Aleshores existeix una constant C > 0, depenent només
de K, tal que (u(t)? + v(t)2): <C per atot ¢t € [0,27r].

(ii) Sigui y(t) la solucio de I’equaci6 (21) amb condicions inicials y(0) =
(0) = 0. Aleshores |y (t)| < C?||b|l11(02m) Per atot t € [0, 27T].
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En efecte, per provar (i) observem que la matriu ®(t) = ( ;) és una solucio
del sistema lineal Y = A(t)Y amb A(t) = (,ao(t) (1)> Per la desigualtat de
Gronwall,

t
18(8)]] < exp (jo 1AG) ds) ,

on | - || denota la norma de matrius induida per la norma del suprem de RZ2. Es
a dir, donada una matriu A = (a;;) € M2(R), Al = max{|ai1| + a1zl |a21] +
|azz21}. Donat que [lallr~,2m) < K, [JA(H) || < max{1,K} = M. Llavors, [|[®(f)] <
e?™ per a tot t € [0,27], la qual cosa prova (i). Per veure (ii), aplicant la
formula de variacié de constants, es té

1
() = | WOue - vEeuwbe) ds.
Utilitzant la desigualtat de Cauchy-Schwarz juntament amb (i) obtenim

v (B uls) —vs)u) < )2+ vt)2)2 (us)? +v(s)?)? < C2.

Amb la intenci6é d’arribar a contradiccio, suposem que existeix una suc-
cessio {€,} amb €, = 01 €, — O tal que I'equacio (18) té una soluci6 271r-
periodica x, (t) per a € = €,. Denotem amb X,,(t) la solucié de l'oscillador
isocron (17) amb les mateixes condicions inicials que x,(t) a t = 0. Es a dir,
Xn(0) = x,(0) i X, (0) = x,,(0). Observem que aix0 és possible ja que 1'iso-
cron (17) és global. Considerem la diferéncia y, (t) = x,(t) — X, (t). Per una
banda, la funcié y;, (t) és solucié de 'equacié lineal

y+a(t)y =b(t), y(0)=y(0)=0,
amb

1
a(t) = Jo V(1 = Dxn(t) + AXn (1)) dA, b(t) = enp ().

En efecte, es pot comprovar directament fent servir que X, (t) és solucio de (17),
xn(t) és soluci6 de (18) i, pel teorema del valor mitja,

V(e (£) = V' (Xn (1) _
Vult)

Per la propietat (ii) deduim que

a(t).

I VnllL=0,2m) < C2lenlllpllLi0.2m), (22)

on fem servir K = sup,.cg V" (x)].
Per altra banda, la funci6 y, (t) també és solucio 2mr-periodica de I'’equaci6
lineal
Y+ V' (Xn(t)y = enp(t) — qn(t),

amb

1
an(t) = yn(t) JO [V (1 = D)xn(f) + AXn (1)) = V" (Xn(t))] dA.
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Cal observar que els coeficients d’aquesta equacié son 27r-periodics perquée
I'oscillador (17) és isocron. Totes les solucions de (17) séon del tipus @(t —
0,7). En particular, X, (t) = @(t — 0,,7,) per a algun 6, € [0,2m]ir, = 0.
La funcié @ (t — 0,,7,) és una solucidé 2m-periodica no trivial de ’equaci6
homogenia ¥ + V"' (X, (t))y = 0. Aleshores, per I'alternativa de Fredholm,

21 21

€n 0 P(t)W(t—Qn,Tn)dt— 0 Qn(t)W(t—Qn,Vn)dtZO-

Altrament,
1 (*7 gn(t)
q)p(ena Tn) = o JO ZT(p(t — On, 1) dt.

Fent servir la cota (22) i la definici6 de g, (t), el teorema de convergencia
dominada implica éqn(t) — 0 quan n — +o per a tot t € [0, 21r]. Per la
propietat (i) sabem que || (-, 7n)llL~(0,.27) < C 1, juntament amb la cota (22),
tenim que

lqn L= (0,2m) <oc?

l€n]

Fent servir de nou la convergéncia dominada, ®, (6, 1») — 0 quan n — +co. Ai-
X0 és incompatible amb la condici6 de ressonancia (20) i prova el teorema. O

Iplrio2m IV L ®)-

El teorema 9 és una condici6 suficient per a la ressonancia de 'equaci6 (18),
pero, de fet, no esta gaire lluny d’ésser també necessaria. El resultat seglient
mostra la validesa d'un reciproc parcial del resultat anterior: una soluci6 pe-
riodica existeix quan la funcio ¢, té un zero no degenerat. Aquesta condicio
de no degeneraci6 és en el sentit de la teoria de grau de Brouwer. Sigui Q
un subconjunt obert i acotat de R4 i f: O — R4 una funcié continua que no
s’anulla a la frontera de Q. Primer suposem que f € C'(Q) i té un nombre finit
de zeros x1,...,x, € Q amb det f'(x;) # Operacadai=1,...,n. Aleshores
el grau de Brouwer de f en Q és

deg(f,Q) = Z signdet f” (x;).

i=1

Si f és continua, pot ser aproximada per funcions fj en les condicions anteriors
i definim
deg(f,Q) = klim deg(fx, Q).
—+00

Diem, doncs, que un zero x € Q de f és no denegerat si existeix un obert ‘U de
x € Qtal que f(y)=+0peratotpunt y € U\{x}iel grau de Brouwer deg(f, U)
no s’anulla.

Una propietat important del grau de Brouwer és la seva invariancia per
homotopia i té un paper clau en la prova del resultat segiient.

TEOREMA 10. Sigui V en les condicions del teorema 9 i suposem que &, té un
zero no degenerat (04,vy) amb vy > 0. Aleshores I'equacio (18) té una solucio
21T -periodica per a tot € petit.
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PROVA. Denotem amb x (t; xq, Vo, €) la solucio de ’equacié (18) amb condicions
inicials x(0) = xp, X(0) = v¢ i definim

%[x(t;x(),vo,e) - x(t;x0,00,0)] sie =0,

A(t; x0, Vo, €) :=
ox

oe

Per a cada € € R considerem I'aplicacio al pla Fe: R? — R? definida per

(t; x0, Vo, 0) sie =0.

Fe(x0,v0) = (A(2TT; X0, Vo, €), A(2TT; X0, Vo, €)).

La idea d’aquesta prova és veure que Fj té un zero no degenerat en el sentit
de la teoria de grau de Brouwer. Aquest fet implica que per a € #+ 0 petit I'aplica-
ci6 Fe també té un zero. Observem que, per a cada €, un zero de I'aplicacio Fe
correspon a una solucio 2mr-periodica de I'equacio (18).

Com que I'’equacio (17) és isocrona de periode 27, tota soluci6 no trivial té
periode minim 27" per a algun n € N. La funcié g (-,7), solucié de ’equaci6

variacional, té periode 27" i I'aplicacio
®,(0,r) = <I>p(%,1’)

esta ben definida al cilindre ¥. L’aplicaci6 (0,v) — (n0,r) és un difeomorfisme
local en el cilindre obert ¢ = (R/21Z) x (0, ). Sigui (04,74) el zero no
degenerat de ®, de les hipotesis del teorema. Aleshores (n6x,7%) és un zero
no degenerat de <i>p per la definici6é del grau de Brouwer.

Considerem el difeomorfisme

n:(0,r) €%~ (@(-2,7),9(-2,7)) e R?\ {(0,0)}.
La funcié y(t) = A(t;n(0,r),0) és la soluci6é del problema de valor inicial
y+V (@(t-2,7)y =pt), ¥(0)=3(0)=0.
Aleshores, per la formula de variacions de constants,
0
Alt;n(0,7),00\ _ . o Jt u(s —3)
(A(t;n(O,T),O)) =Mt =3) 0 v(s—%) plsyds,
on M = (y %) iu(t,r) = Reyw(t,r), v(t,r) = Imy(t,r), amb y(t,r) la
solucio6 de I’equaci6 variacional v + V"' (@(t,v))y =0, ¥(0) = 1, ¥(0) = i. En

conseqiieéncia,
(Foom(0,7) =2mM(~2,7)d,(0,7).

Notem que aqui estem identificant C i R?, de tal manera que i)p pren valors a R2.
La matriu M té determinant 1 i, en conseqiiéncia, els zeros de les funcions Fyon
i &, coincideixen. Per a cada A € [0, 1] definim Hy: ¢ — R2 com

HA(0,7) = M(=22 7)8,(0,7).
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Observem que Hy = J&, i Hy = %fo on,amb J = (? o ) A més, els zeros
de H, son independents de A. Concloem, doncs, per la propietat d’invariancia
per homotopia del grau de Brouwer, que (n0y, %) és un zero no degenerat
de Fo o n. Aleshores, (x3,vi) = n(n0x,7s) és un zero no degenerat de Fo. Per
la discusi6 inicial, aixo prova el resultat. O

2.3.2 L’oscillador de Pinney com a prototip amb singularitat Tant I'’equa-
ci6 de I'oscillador lineal com les de I'asimétric i el no lineal que s’han considerat
estaven definides a tota la recta real. En particular, el seu espai de fase és tot R2.
Existeixen, pero, centres isocrons produits per potencials amb singularitats que
estan definits en una semirecta propia i, per tant, ’espai de fase és un semipla.
Un exemple ben conegut és I'oscillador de Pinney [34] (vegeu la figura 5),

L1 1
X+Z<X+1—m)=0, x € (=1, +0). (23)
: X
A P
[N
] &/ X
—15 X

FIGURA 5: A l'esquerra, la funci6 potencial de Pinney amb singularitat
a x=-1. Aladreta, el retrat de fase del sistema potencial. La zona om-
brejada correspon a I’anell de periodes, en aquest cas el semipla x > —1.

L’equaci6 de Pinney és també coneguda com a equacié d’Ermakov-Pinney per
ser un cas particular d'una familia més general de sistemes integrables donats
per Ermakov [12], tot i que, per ser justos, la primera aparicié d’aquesta equacio
és d'un article de Steen en danes publicat I'any 1874. Es recomana llegir [35]
per a un resum historic de ’equaci6. Tornant a Pinney, a [34] es dona una
expressio explicita de les solucions amb condicions inicials x(0) = , x(0) = 0.
En particular,

1
(p(t,T) =—-1+ \/(1 + 7")2 COSZ(%) + m SiHZ(%).
Observem que totes les solucions so6n periodiques de periode 27r. L'equacio (23)
resulta no ser només un exemple: Chalykh i Veselov a [8] demostren que 1'oscil-
lador de Pinney i ’'oscillador lineal sén els tnics isocrons racionals llevat

de translaci6, suma d'una constant i rescalat. Per aquest motiu, és natural
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preguntar-nos com es comporten les solucions de (23) quan hi afegim una
pertorbacio externa 27r-periodica.

El resultat segiient respon a aquesta pregunta. Denotem amb (t,r) la
soluci6é complexa de I’equacioé variacional

s oy =0
Y (@@t +n)Y ="
amb condicions inicials y(0) = 1, »(0) = i. Es pot comprovar que
cos?(%) - (1+r a7 sin (%) +2isin(%) cos(%)

2
\/cosz + s sin® (5)

w(t,r) = (24)

TEOREMA 11. Sigui p € L'(R/21Z) una funcié que satisfa la condicio de resso-
nancia (20) amb @ (t,v) definida a (24). Aleshores totes les solucions de I'equacio

o1 1
X+Z<X+l—m)—€p(t) (25)

son no acotades per a tot € = 0 petit.

En general, comprovar la condicié de ressonancia no lineal (20) per a un
oscillador isocron qualsevol pot ser molt dificil. En el cas de I'oscillador de
Pinney, aix0 és possible quan la pertorbaci6é periodica és lineal en sin(t) i
cos(t).

COROLLARI 12. Sip(t) = ag + a, cos(t) + by sin(t), I'equacio (25) és ressonant
quan a3 + b$ > 9a3.

2.3.3 Ressonancia d’un isocron acotat Fins ara tots els oscilladors tractats
han estat isocrons globals. Es a dir, totes les solucions de les equacions son
ben definides i 27r-periodiques. Un fenomen no gaire comu pero possible
és el cas d’oscilladors isocrons acotats. En general, un centre acotat al pla
acostuma a estar confinat a la regié delimitada per una orbita homoclinica
o heteroclinica. Aquesta situacié és incompatible amb la isocronia, ja que en
ambdos casos almenys un equilibri es troba a la frontera de I'anell de periodes
i, per continuitat, el periode de les solucions properes a aquesta frontera ha
de créixer cap a l'infinit. Malgrat aixo, és possible construir centres isocrons
acotats fent servir funcions potencials amb singularitats. Per tal de diferenciar-
ho del cas de I'oscillador de Pinney, aquesta singularitat ha de ser integrable.
Es a dir, I’equacio
X+V'i(x)=0

ha de ser singular, pero el hamiltonia H (x, x) = %xz + V(x) ha de ser regular.
En aquest cas es diu que ’equaci6 diferencial té una singularitat debil.

En primera instancia, I'existéncia d’oscilladors isocrons acotats podria
semblar estranya. Tanmateix, la caracteritzacio d’isocrons d’Urabe presentada
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al teorema 7 és una molt bona eina per crear-ne. De fet, segons aquest resultat,
hi ha tants oscilladors isocrons acotats com funcions senars S € C(I) n C1(I \
{0}) amb I = (x,B), x < 0 < B, que satisfan S(x) + 1 = 0. L'exemple més
senzill que satisfa aquestes caracteristiques és la funci6 identitat, S(X) = X, la
qual, fent servir el teorema 7, produeix I’oscillador isocron acotat

X+1-——=0, x€(-33). (26)

R
o) (R
X

FIGURA 6: A I'esquerra, funcio potencial amb singularitat débil a x = «.
A la dreta, retrat de fase del sistema potencial. La zona ombrejada
correspon a I'anell de periodes. La seva frontera esta emfatitzada en
negreta.

L’anterior exemple és una mostra d’oscillador isocron acotat, pero durant
la resta de la secci6 considerarem el cas generic.

Suposem que V € C2(I) és una funci6 potencial definida a 'interval I =
(ax,+00) amb —o0 < x < 0 que satisfa V(0) =V'(0) =0ixV'(x) >0six + 0.
A més, suposem que

lim V(x) = lim V(x) =V < 400, i lim V'(x) = +o,
x—t x—B- xX—*

amb 0 < 8 < +o0. Sota aquestes condicions, 'equacio
x+Viix)=0, xel,

té un centre a I'origen amb anell de periodes & acotat (vegeu la figura 6). Es
important observar que les solucions fora de 42 no estan definides globalment
ja que presenten una collisi6 amb la singularitat x = « en temps finit.
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Suposem que totes les solucions periodiques contingudes a &2 sén 27r-
periodiques i, per a cada € > 0, denotem amb @.(t, (xg, X)) la solucié de
I'isocron acotat pertorbat periodicament

X +V'(x)=€ep(t), x(0)=x9, x(0)=xo, (27)
amb (xg, Xg) € &. A més, denotem amb

el conjunt de totes les solucions de '’equaci6 (27) amb condicions inicials al
subconjunt U C £. En aquest cas, el cilindre sobre el qual es defineix la
funcioé ¢, introduida a (19) és acotat. En efecte, considerem 4 = (R/271Z) X
[0, B) amb coordenades (0, 7). La resta de funcions son definides de la mateixa
manera que en el cas global. El resultat de ressonancia per a I'isocron acotat és
el segiient.

TEOREMA 13. Suposem que V satisfa les condicions anteriors i sigui p €
LY (R/21Z) que satisfa la condicié de ressonancia (20). Aleshores, per a ca-
da subconjunt compacte K C & amb interior no buit i d > 0 existeix €* > 0 tal
que, si0 < € < €*, llavors tota bola oberta de condicions inicials B ¢ K amb
diametre d satisfa ¢ (t,B) ¢ XK per a algun tempst > 0.

Observem que aquest resultat és bastant diferent dels obtinguts fins ara
quant a ressonancia. El fet que I'anell de periodes, en qué les solucions 27r-
periodiques estan definides globalment, sigui acotat fa que el resultat de resso-
nancia en aquest cas s’hagi d’entendre com un resultat d’escapada de I’anell.
Més concretament, el que s’afirma és I'existéncia d’algun moment en el qual
s’abandona ’anell de periodes. Pero aixd no treu que les solucions puguin
tornar eventualment.

Tant en el teorema 9, en queé es tracta la ressonancia de I’oscillador no
lineal global, com en el teorema 11, en qué es tracta I'oscillador de Pinney,
I'eina clau per provar els resultats és la variant del segon teorema de Massera
presentada al teorema 4. En aquest cas, tal com s’ha comentat abans, no totes
les solucions estan definides en el futur. Aixo impossibilita fer servir la mateixa
estrategia que en els casos anteriors. En comptes del segon teorema de Massera,
I'eina clau en aquest resultat és el segiient teorema de punt fix de Montgomery
(vegeu [31, secci6 3.9]).

TEOREMA 14 (TEOREMA DE PUNT FIX DE MONTGOMERY). Siguin A C R? un sub-
conjunt obert i simplement connex amb mesura finitai h: A — A un homeomor-
fisme que preserva Uorientacio i 'area. Aleshores h té un punt fix.

La primera part de la prova del teorema 13 és analoga a la del teorema 9:
consisteix a provar la no existéncia d’orbites 2mr-periodiques. En aquest cas, en
comptes de no existéncia global, la no existéncia es dona per a compactes dins
I’anell de periodes.
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PROPOSICIO 15. Sota les hipotesis del teorema 13, per a tot subconjunt com-
pacte KX C 22 amb no interior buit no existeix cap solucio 21r-periodica de
Iequacio (27) continguda a K per a € + 0 petit.

x

o’

FIGURA 7: A I’esquerra, representacio del conjunt B,,. A la dreta, repre-
sentacio del conjunt B,.

No és restrictiu pensar que X és un subconjunt compacte simplement
connex. Considerem la familia d’aplicacions de Poincaré

Po: K - (x,+00) X R

definides per P¢((x0,X0)) = e (2711, (X0, X0)). Com que per a € = 0 totes les so-
lucions de I’equaci6 (27) amb condicions inicials contingudes a &2 son definides
globalment, podem assegurar l'existéncia de e** > 0 tal que, si 0 < € < €**,
aleshores totes les solucions de ’equaci6 (27) amb condicions inicials contin-
gudes a K estan ben definides per at € [0, 21T].

Per provar el teorema 13 procedim per reduccié a I’absurd i suposem que
existeix una successio {€,}n=0, €n — 0, que satisfa 0 < €,, < €** tal que per a
cada € = €, existeix una bola oberta de condicions inicials B,, ¢ K amb diame-
tre d > 0 que es manté dins de K sota I'acci6é del flux positiu de I'’equacio6 (27).
Es a dir, @e, (t,By) C K per a tot t > 0. En particular, P* C X per a tot m > 1.
Donat que I'aplicacié de Poincaré P, convergeix a la identitat uniformement so-
bre subconjunts compactes quan n — +co i, donat que el diametre de la bola B,
és fix, existeix 0 < €* < €** tal que, si 0 < €5, < €*, aleshores P¢, (By) N By = <.
A més, com que P, és injectiva, tenim que ng“ (Bn) NP (By) + @ per a cada
enter m > 0. En particular, la uni6é de tots els iterats de I'aplicaci6é de Poincaré
de By,

Bn:= | P"(By),
m=0
és un subconjunt obert simplement connex i positivament invariant sota 1'accio
de 'aplicacio Pe,,. Es a dir, Pe, (By) C By (vegeu la figura 7 esquerra).

Per tal d’aplicar el teorema de punt fix de Montgomery, necessitem que el
conjunt A sigui invariant per ’homeomorfisme h. En aquest cas, seguint [31,
lema 17], veiem que la invariancia la podem obtenir prenent el conjunt int(3B,,),



162 David Rojas

on int(U) denota l'interior del subconjunt ‘U. El conjunt obert int(B,,) és con-
nex i invariant per I'accio de Pe,,, pero no és necessariament simplement connex.
Per superar aquest obstacle, considerem B, el conjunt obert simplement con-
nex format per int(B,,) i els seus possibles forats plens (vegeu la figura 7
dreta).

Amb aquesta construccio, @n és un subconjAunt obert simplement connex
invariant sota I’acci6 de I'aplicacio6 Pe,. A més, B,, té mesura finita ja que esta
contingut dins del compacte X, que és simplement connex. Podem, doncs,
aplicar el teorema del punt fix de Montgomery per concloure que P, té un
punt fix a B Aquest punt fix clarament correspon a ’existéncia d'una solucié
2tr-periodica de (27) per a € = €, continguda a X, la qual cosa contradiu la
proposicio 15 i prova ’enunciat del teorema 13.

De manera similar al cas de 'oscillador de Pinney, el teorema 13 es pot apli-
car efectivament en I'’exemple (26) quan es pertorba amb una funcié periodica
lineal en sin(t) i cos(t).

COROLLARI 16. Suposant que p(t) = ag + a, cos(t) + by sin(t), I'equacio (26)
és ressonant en subconjunts compactes si

2
9ag

4(1 (1) = J2(1))%’

on J, (x) denota la funcio de Bessel de primer tipus.

at +b? >

2.4 Generalitzacio de l'oscillador asimetric: el cas no lineal

De la mateixa manera que els resultats anteriors generalitzen la condici6
de ressonancia de I'oscillador harmonic, sembla natural preguntar-se si el
mateix succeeix amb l'oscillador asimetric. Mafiosas i Torres a [22] proven
existéncia d’oscilladors asimeétrics no lineals. Siguin F(x) = $x? + O(x?)
iG(x) = %xz + 0(x3), a,b > 0, funcions analitiques definides a un entorn
de x = 0. Es defineix el sistema a trossos?
{x+F(x)—0 six >0, 28)

X+G(x)=0 six<0.

TEOREMA 17. Sigui F(x) = §x? + O(x*) una funcio parella i analitica a x = 0.
Aleshores, per a cada b > 0 existeix una unica funcio G parella i analitica
ax =0 tal que G(x) = %xz + O(x*) i el sistema (28) té un centre isocron a
Porigen de periode

rem(Le L)
Ja Jb)’
2 El sistema original a [22] esta definit a trossos respecte a la velocitat x = 0, en comptes de la
posicié x = 0 que hem fet servir a (28). En aquest article s’ha considerat 'escriptura respecte

a x = 0 per poder fer una comparacié més senzilla amb I'oscillador asimétric lineal (10)-(11). El
teorema 17 se segueix de la mateixa prova del sistema original a [22].




Oscilladors en ressonancia 163

Observem que, en efecte, el resultat anterior generalitza I'existéncia de
I'oscillador asimétric (12) en el cas no lineal prenent a = w3 i b = w3. Fins
on 'autor d’aquest article coneix, el problema de ressonancia en I'oscillador
asimeétric no lineal encara no ha estat abordat. Sembla raonable que, adequant
les tecniques que s’han fet servir per a l'oscillador asimetric lineal, es pogués
arribar a resultats similars als d’aquest.

2.5 Resultats de ressonancia per a hamiltonians més generals

Els sistemes potencials tractats fins ara son casos particulars de sistemes
hamiltonians. Tant el fenomen d’isocronia com el problema de ressonancia no
son exclusius dels sistemes potencials i alguns dels resultats que s’han vist
fins ara poden estendre’s a hamiltonians més generals.

Considerem H: R? — R de classe C!, positiva i positivament homogeénia de
grau 2. Es a dir, pera totu € R i A > 0, H(Au) = A’H (u) i minyy -1 H(u) >
0. A més, suposem que el gradient VH és Lipschitz continu. En aquestes
condicions, el sistema hamiltonia

u=JVH(u), (29)

amb J = ((1) ‘01 ), té un centre isocron a I'origen. Denotem amb T el periode
del centre isocron i considerem, amb I'esperit de generalitzar els escenaris
anteriors, el sistema hamiltonia pertorbat periodicament

u=JVH(u) + p(t), (30

amb p: R — R? continua i 27r-periodica. Fonda, a [13], prova, sota les anteriors
condicions, que, si 27" ¢ N, aleshores el sistema (30) té una soluci6 27r-periodica

per a qualsevol pertorbacié p(t). A més, prova que, si 2?" € N, aleshores existeix
una pertorbacioé 2rmr-periodica p(t) tal que totes les solucions del sistema (30)
son no acotades.

Amb I'esperit de caracteritzar les pertorbacions que produeixen ressonancia,
Fonda introdueix la funcié® de ressonancia ¥, : R?> — R associada a (30) definida
per

21T
¥,(0) = JO (POt +0))dt, 0cR, (31)

on @ és la soluci6 del sistema isocron (29) tal que H(@(t)) = % La funcio ¥,
és continua i T-periodica i serveix com a criteri de ressonancia del sistema (30),
com es mostra als dos resultats segiients.

TEOREMA 18. Siguip € C5(R/21Z). Suposem que 27" € N iqueY, no canvia
de signe. Aleshores, totes les solucions de (30) son acotades.

TEOREMA 19. Sigui 27" € N i suposem que ¥, canvia de signe almenys quatre
vegades a l'interval [0, T), amb tots els zeros simples. Aleshores, el sistema (30) té
una solucio 21t -periodica, mentre que totes les solucions amb condicions inicials
prou grans son no acotades.

3 De nou s’ha canviat la notacio6 original per evitar confusio a I’hora de comparar-la amb &,
definida a (19).
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Notem la similitud d’aquests dos darrers enunciats amb els teoremes 51i 6
per a l'oscillador asimeétric. A més, la funci6 ¥, a (31) esta definida sobre una
solucio6 del sistema isocron, tal com es defineix la funcié de ressonancia per a
I'oscillador asimeétric (16). Aquests fets motiven I'eleccié de la mateixa notaciod
per a ambdues.

Fins on arriben els coneixements de 'autor, no hi ha resultats de ressonancia
per a hamiltonians en les condicions de l'inici de la secci6 fent servir una
funcié de ressonancia analoga a la definida per a 'oscillador no lineal (19).
Es a dir, fent servir la solucié de les equacions variacionals en comptes de la
soluci6 de l'isocron. Semblaria possible trobar generalitzacions dels resultats
de ressonancia dels potencials no lineals en el marc dels hamiltonians isocrons.

3 Ressonancia autoparameétrica

En aquesta secci6 visitarem un concepte de ressonancia una mica diferent dels
anteriors. Fins ara hem fet servir el concepte de ressonancia associat al fet
que totes o0 una gran quantitat de les solucions d’'un model s6n no acotades
i produeixen grans oscillacions. Aquest fet anava de la ma de la congruéncia
entre la freqiiéncia de l'oscillador i la de la pertorbacié periodica externa.
Moltes vegades, el mateix fet d’aquesta congruéncia rep el nom de ressonancia,
independentment del comportament (local o global) de les solucions. En aquesta
seccioé veurem que hi ha models en els quals tenim dos modes d’oscillacio
(és a dir, dos tipus d’oscillacioé propis) i el sistema pot presentar ressonancia
intrinsecament sense necessitat de forces externes.

Un exemple classic és el péndol de longitud variable (o péndol-molla),
presentat per Olsson a [29]. Quan la massa del peéndol-molla s’escull de tal
manera que la molla s’estira un ter¢ de la seva longitud sense massa per
assolir la posicié d’equilibri, petites oscillacions verticals de la molla es tornen
inestables i I'oscillador passa de vibrar en el mode harmonic a vibrar en el
mode péndol. Aquest fet es coneix com a ressondncia autoparamétrica i esdevé
conseqiiencia de la inestabilitat d'un dels modes d’oscillaci6. Aquest fenomen
es pot visualitzar, per exemple, al video [28] del canal de Youtube Steve Mould.
A les properes seccions visitarem aquest exemple i el relacionarem amb un
model del pont de Tacoma-Narrows presentat per Arioli i Gazzola a [3].

3.1 Péndol amb longitud variable

Considerem una molla de longitud £, en repos ancorada al sostre i hi pengem
una massa m de l'extrem inferior. Tal com vam veure a la secci6 2.1, la molla
s’estira a causa del pes de la massa i assoleix una nova longitud d’equilibri

m

Zg = #0 + 7@ (32)
k

Denotem amb x(t) i z(t) les desviacions horitzontal i vertical, respectivament,

de la posicié d’equilibri tal com es mostra a la figura 8.
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FIGURA 8: Representacié d’'un pendol de longitud variable.

Les energies cinetica i potencial del sistema venen donades per les expres-
sions

T(t) = %(X(t)2 +2(H)%) i V() =mgz(t) + g(ﬁo —L(1))?,

on 4(t) = (zo — z(t))2 + x(t)? és la longitud de la molla a cada instant de
temps. L’energia total conservada del sistema s’escriu com

H=T{t)+V(t) = %()'c(t)z +2(6)%) + mgz(t) + g(ﬁo —L(t))2.
Ometrem a partir d’ara la dependéncia temporal per simplicitat. Definim w? :=
k/im i w% = g/zo i, amb l'esperit de suposar que les desviacions des de
Iequilibri son petites, desenvolupem el hamiltonia H per a x i z petit fins a
ordre cubic, i obtenim el hamiltonia aproximat

2
H= %(xz +wyx?) + %(z’2 +w3z?%) - %/\zx2 + %%ﬁ
on A := w3fy/ z%. Observem que els dos primers termes del hamiltonia cor-
responen a moviments harmonics en les posicions horitzontal i vertical, res-
pectivament. El tercer terme fa d’acoblament entre els dos modes vibratoris i
permet la transferéncia d’energia de I'un a I’altre. L'iltim terme és constant i no
contribueix a la dinamica. Del hamiltonia aproximat H deduim les equacions
del moviment,
X + wix = Axz,

(33)

. A
Z+wiz= EXZ'
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En termes generals, petites desviacions de la posici6 d’equilibri corresponen
a moviments harmonics independents. Aixo és el que es dedueix dels termes
lineals de les equacions (33), ja que el terme d’acoblament és de grau superior.
Pero, com veurem a continuacio, una ressonancia entre les freqiiéncies dels
dos oscilladors (horitzontal i vertical) pot causar que petites variacions creixin
rapidament en amplitud.

Suposem que la vibraci6 vertical és dominant respecte a I’horitzontal, de
tal manera que x <« z. De la segona equacio de (33) obtenim que el moviment
vertical, amb condicions inicials z(0) = a, z(0) = 0, es pot aproximar per la
soluci6é harmonica

z(t) = acos(wst).

Substituint aquesta a la primera equaci6é de (33), obtenim I’equaci6 diferencial
de segon ordre
X + (w3 — Aacos(wgt))x = 0. (34)

Aquesta equaci6 és un famos cas particular d’equacié de Hill coneguda com a
equaci6é de Mathieu [24, 26, 38].
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FIGURA 9: Regions estables i inestables de ’equaci6é de Mathieu. Figura
extreta de [38, figura 4.1].
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En general, ’equacié de Mathieu
X+ (0 +ecos(t))x =0 (35)

ha estat molt estudiada i, en particular, s’han determinat completament les
regions d’estabilitat de 'equilibri x (t) = x(t) = 0 al pla de parametres (9, ¢€) €
R2. A la figura 9 podem veure les regions estables (zones ombrejades) i les
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regions inestables (zones en blanc), anomenades, també, llengties d’Arnold. Les

2
regions estables es connecten als punts de la forma (6,0) amb 6 = "T per
a n € N. Aquests punts, en particular, son inestables i és d’on «neixen» les
zones d’inestabilitat per a € # 0. Amb un canvi apropiat de temps, podem
relacionar I'’equacio6 (34) amb la forma normal de 'equacié de Mathieu i obtenir
que aquests punts d’inestabilitat corresponen a la relacio

w 2
— ==, neN. (36)
w, N
Per a n = 1 aix0 es tradueix a w;s; = 2wp, una ressonancia de tipus 2 : 1
entre les freqiiencies dels dos oscilladors harmonics de (33). Reprenent la

notacié wi = k/m i w3 = g/zo, observem que la igualtat ws; = 2w, es
tradueix a mg 2z
k 47

Imposant aquesta igualtat a (32), obtenim
4
zZy = gyo

Es a dir, la ressonancia es produeix justament quan la longitud d’equilibri en
penjar la massa de la molla és 1/3 més gran que la longitud de la molla en repos.
Es important observar que aquest fenomen correspon a la ressonancia 2 : 1
entre les freqiiéncies ja que satisfa la identitat (36) amb n = 1. La resta de
ressonancies possibles, n > 2, sén incompatibles amb el problema del péndol
de longitud variable a causa de la restriccié elemental zo > .

3.2 Model del pont de Tacoma-Narrows

No podriem acabar un text que parla sobre el fenomen de la ressonancia sense
mencionar, d’alguna manera, un dels exemples més paradigmatics d’aquest
fet. Ja sigui per la seva espectacularitat o per la seva rellevancia arquitectonica,
I'esdeveniment que va succeir el 7 de novembre de 1940 ha acabat sent un
referent de I'efecte de la ressonancia.

S6n molts els models proposats per donar explicacio al collapse del pont
de Tacoma-Narrows [4, 5, 36]. Molts d’ells estan basats en I'’efecte del vent i la
creacio de vortexs a través de la dinamica de fluids. Per exemple, Amman, von
Karman i Woodruff ([2]) atribueixen el desastre a la ressonancia del pont amb el
vent basant-se en simulacions dins de tinels de vent. Malgrat aixo, Scanlan ([37])
i Green i Unruh ([16]) neguen que la creaci6 de vortexs fos rellevant en I'augment
de les vibracions de torsio. Més recentment s’ha comencat a posar de manifest la
relacio d’aquest fenomen amb el comportament no lineal de les estructures [19].
En aquesta secci6 visitarem un model en qué es proposa que el collapse
del pont de Tacoma-Narrows és degut a una ressonancia interna entre les
freqiiéncies de dos modes vibratoris del sistema: les oscillacions verticals del
pontiles de torsio.
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El model que proposen Arioli i Gazzola [3] considera un pont en suspensio
format per un nombre finit de barres paralleles connectades mitjancant forces
lineals d’atracci6. A la figura 10 podem veure'n una representacio, on les barres
estan ressaltades en negreta i estan unides als tensors verticals, i les arees
transversals representen les connexions entre les diferents barres. Tot i que el
model proposat considera un nombre arbitrari de barres acoblades, tant per
a la descripcio del model com per a extreure’n la conclusio d’inestabilitat del
problema, n’hi ha prou de considerar només una barra.

FIGURA 10: Discretitzacié d'un pont en suspensio. Figura inspirada en [3,
figura 2].

Considerem una barra de massa m i longitud 2 sostinguda per dos cables
als extrems. La posicié de la barra es pot descriure pel seu desplacament
vertical v (t) respecte a la posicié d’equilibri i I'angle de rotacio 6(t), tal com
es mostra a la figura 11. Les forces de suspensi6 dels cables laterals C; i C» s6n
denotades amb f(y +¥€sin0) i f(y — £ sin 0), respectivament. Denotant amb
F(s):=— f(f f(u) du, I'energia potencial del model ve donada per I'expressio

V=F(y-4¥sin0) + F(y +¥sin0),
mentre que I'’energia cinetica és

1 mi? .
T=-my>+ —0°.
2T g
Observem que el primer terme de I'energia cinética correspon a I’energia cineti-
ca provinent del moviment vertical, mentre que el segon terme és ’energia cine-
tica de torsio. De la conservacio de I’energia, obtenim el hamiltonia H =V + T
i, per tant, deduim les equacions del moviment

V= i(f(y +4sin0) + f(y —£sin0)),
m (37)
b= 3 cosO(f(y +Lsin0) — f(y - Lsino)).
Im
Clarament, la massa m no té cap paper en el sistema anterior i, per tant,
considerarem m = 1 a partir d’ara. Els autors de [3] suggereixen f(s) :=
—(s + 52 + s3) com a model de la forca dels cables. Fent servir ’aplicacié de
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Poincaré al pla (0, 0), observen que 'equilibri (6, 8) = (0, 0) (corresponent a
una orbita periodica al pla (y, 7)) passa de ser estable a inestable quan I’energia
passa un cert llindar. En comptes de seguir els autors, en aquesta seccié veurem
com el model anterior esta relacionat amb I’equacié de Mathieu (35).

C1 CZ

FIGURA 11: Representacié d'una barra en suspensio.

Seguint els passos de la seccié anterior, considerem que la vibraci6 vertical
és dominant respecte a la de torsio, de manera que 6 <« 7y. Assumint, a
més, que el desplacament vertical és petit, la primera equacidé de (37) es pot
aproximar per 'oscillador harmonic y + 27y = 0 i, per tant, podem aproximar el
moviment vertical per y(t) = a cos(v/2t), a > 0. Substituint aquesta expressio
en la segona equacio6 de (37) i prenent només el terme lineal en 0 de I'’equacio,
obtenim I'equaci6 diferencial

0 + (6 + 12a cos(+/2t) + 18a? cos(~/2t)%)0 = 0.

Fent servir el canvi de temps T = /2t i propietats trigonomeétriques elementals,
obtenim la segiient forma generalitzada de I'’equaci6é de Mathieu

d?o
aT?
L’augment de ’energia a [3] es pot interpretar com 'augment de 'amplitud a en

I'equacio anterior. L’equacio6 (38) té la forma d'una generalitzacié de ’equacié
Mathieu classica, donada per

+ (3 + %az + 6acos(T) + gaz COS(ZT)) 0 =0. (38)

X + [0 +€(cos(t) + xcos(2t))]x = 0.

Observem que les dues freqiiéncies involucrades sén commensurables. Broer
i Simo ([7]) estudien com el diagrama de regions d’estabilitat de ’equacio de
Mathieu varia quan « és considerat un parametre petit. Fent servir, per exemple,
els mecanismes que presenten Jordan i Smith a [17], basats en I'existéncia de
solucions 21r-periodiques o metodes pertorbatius, és possible construir un
diagrama de regions d’estabilitat similar al de la figura 9 quan & = x(€), com és
el cas de 'equacio6 (38). De fet, la soluci6 trivial x(t) = x(t) =0perad =31ie€
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i xx petits és estable. La inestabilitat prové de la sortida de la regi6é d’estabilitat
en aumentar € i «. Aixo es deu al fet que 6 = 3 no és un punt de naixement de
les regions d’inestabilitat de I’equacié de Mathieu. Sembla raonable pensar que
els resultats d’estabilitat presentats a [3] es poden relacionar amb les regions
d’estabilitat de I'equaci6é de Mathieu amb dues freqiiéencies commensurables.
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